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n-1
1. S se determine funide f:N' - N',daa f(1)-2f(2)+3f(3- 4 ( 4+ .+(- Y 'nf (n)=w,

pentru orice numar natural nON".
Dan Popescu, Suceava

Solufie: Daci f (1) =a eN*, pentrun=1 1n enun, se deduceic f (2) = 2a.

Cumsi f(1)-2f (2+3F (3= 4 ( 4+ +(- Y7 (n- 1f (n- )= (‘1)n2(”2'1) () ynens, cu relaia din enu

()" nf (n+2)
2

se deducex

= (=1)"* nf (n)+ (9™ (”2" () ynen. Gasim (n+1) £ (n) = nf (n+1), vnen.

Asa di, in ipoteza inductiv f (n) =an, ultima relaie asigu# f (n+1)=a(n+1), ceea ce conduce la(n)=an,

VNneEN*,

Barem:

Deduce f (2) in fundgie de f (1) 1p
Gaseste relaia intre f (n) si f (n+1) 2p
Demonstreazinductiv ¢ f (n) =nf (1),OnON 4p

‘g . : - n(2x-1
2. Fie nON ' fixat. Rezolvai ecuaia: x+i + x+3 +..+H{x+ -1 = ( )
2n n n 2

Supliment G.M.12/2015

, : . 1+3+.4(n-1) 1 3 n- n
Solutie. Ecuaia este echivaleatcu: nx+ - x+2— + x+z +...+| X+ T = nx——2«=>
n

2n
1] .3 -1 N 1 3 an-1 .
o | Xt —|+| X+ —|+...+| X+ =n. Daci notim cu f (X) =| Xx+—— [+| X+—— | +...+| X+ , atunci
2n| | 2n n 2n 2n 2
f[X+lj = f(x)+LOxOR si f(x)=n, DXD[ZZ—_l,mZ—”j, decif este constanpe fiecare interval de lungime
n n n n
[2n-1 n+1 . _ : . -
de formal,, = o 2 ,n21. Cumf este funde cresétoare, rezuft ca mulimea soltiilor ecugiei estel ;.
L 2n n
_Barem.
1 3 -1
Deduce| x+— |+| Xx+— |+...+| x+ =n 3p
2n n n
Rezoli si gaseste mutimea soltiilor 4p

3. Fie (an)n>l un sir cresd@tor de numere reale.iSse arate & da@ pentru orice nudr natural k=3, mukimea

A ={aj -a|l<i<js< k} arek —1 elemente, atun(ﬁan) , formeaz o progresie aritmetic

n;

Cristian Amorarizei, Suceava
Solufie. a, <a, <..<a = a,-a,<a,-a,<..<a -a,=> A ={a,~a,a,~a,..a -a}



Dara3—a2<a4—a2<...<ak—a2<ak—a1:>ﬂ ={a -a,a,~a,..8 —a,3 —a}

Deducem & a,—a =a,-a,a,-a,=a,~a,...8_,~a,-§ —a,~>a,a~a;a, a,;asr..=a —a._, 0Oeci
numerelea,,a,,...,a, sunt in progresie arltmemclntr-ade\ar, in acest cazh, :{r,2r, } unde am notat cu r
ratia progresiei. Cum proprietatea este ddafi pentru oricek =3, rezult concluzia.

Barem.

a<a,<..<a =a,-a,<a,-3,<..<a -a,=> A ={a,~a,a,-a,..a -a} 2p

P-H <Yy - <..<gq -aq,<g ;= A< :{33_azla4_a2"-vak —aLa _a} 2p
Deducea, —a, =a,-a,a,-a,=a,~a,....8,_,~a,=§ -a,~>a,a,~a;a;~a;a r.=a —a._ 2p
Finalizare 1p

4. Fie triunghiul ABC si puncteleR,P,N,Q cu proprietateaic RB =3AR, AP =3PB ,BC =2CQ, AN =2NC .
Daca M este mijlocul segmentull[iBC] si T este simetricul luiM fatd de N, demonstré ca drepteleRQ, PT

si AC sunt concurente.
Andrei Anca, Suceava

Solugie. Notam AC n RQ ={S} . Aplicam teorema lui Menelaus triunghiului ABZpunctelor coliniareR, S,Q si

obtinem —E—S—C% a =1 = S este mijlocul segmentuILEIAC] Aratam c puncteleP,S,T sunt

coliniare.

PS=2(PA+PC) =~ SBA+PB+EC |= = SBA-~BA+BC |z~ ~BA+BC |;
2 2\ 4 2\ 4 4 2\ 2

PT =PV + T =PB+ BV +2VIN = -1 8A+ B + 2(MC + N = —%B—A%%u(—;%%ﬁj

:—EB—A+—1E+E+—2(B—A—B—C):EB—A+§% = 3(1BA+BC | =2P5 = PT=2P8 = P,ST coliniare
4 2 3 12 6 6 2 3 3

= RQnPTnAC={S}.
_Barem.

RQ trece prin mijlocul lui AC] 3p

PT trece prin mijlocul lu{ AC] ap

Nota: Orice alta solugie corecta se va puncta corespunzator.



